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第3章 運動の法則と

その応用

ニュートンの運動の法則を正確に述べ、

それを解くことの意味を考える。つづ

いて具体的な問題を解いてみる。

3.1 運動の第 1法則 (慣性の法

則)

質量だけがあって大きさのない物体を考え,そ

れを質点と呼ぶことにする。物体が十分に小さ

いならば，それを質点として扱うことができる。

大きさのある物体はそれを小さな部分に分け，そ

の各々を質点と考えればよい。

運動の第 1法則は，質点に力が働かないとき

には, その速度が時間的に一定に保たれること

をあらわしている。この法則はガリレイの慣性

の法則とも呼ばれる。

ある質点の位置と速度をそれぞれ r(t),v(t)と

し, この質点に力が働かないときこの法則は

v(t) = V =一定 (3.1)

とあらわされる。これを積分して

r(t) = V t + r(0) (3.2)

を得るので, 力を受けない質点は等速直線運動

をする。また, V = 0のときは静止したままで

ある。

この法則が成立する座標系を慣性系または慣

性座標系という。質点の運動を記述するには，適

当な慣性系を設定する必要がある。

3.2 運動の第 2法則 (運動の法

則)

運動の第 2法則は，力が質点に作用した場合

について述べており，質点に働く力は質点の質

量と加速度との積に比例し, そのときの比例定

数は普遍定数であるとあらわされる。

質点の質量をm, 質点の加速度を α, さらに質

点に働く力をF とすると

F = kmα (3.3)

が成り立つ。ここに，k はどんな場合でも常に同

じ値をとる。式 (3.3)を質点の運動方程式という。

質量は kgの単位ではかるとして, この法則が

最も簡単な形をとるように力の単位を定めよう。

すなわち, k = 1にとれば，運動の第２法則は

F = mα (3.4)

となる。このときの力の単位をN(ニュートン)と

すると

N = m · kg · s−2 (3.5)

となる。このように最も基本的な法則が簡単な

形をとるように組み立てていく単位系を絶対単

位系という。

一般に，力は位置ベクトル, 速度, 時間などに

依存している。力が位置ベクトルのみの関数で

あるときその力F (r)を力の場という。また, 複

数の力が質点に作用しているときはそれらの和

がF である。
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3.3 運動の第３法則 (作用反作

用の法則)

二つの質点の間に働く力を考えよう。質点１

と質点２とがあって,１が２に及ぼす力がF 12で

あるとき，２も必ず１に力 F 21を及ぼし，その

関係は

F 21 = −F 12 (3.6)

で与えられる。さらに,これらの力は図??に示す

ようにベクトル (r2 − r1) に平行である。

このように二つの質点間に作用する力は対に

なってあらわれ, 一方を作用, 他方を反作用と呼

ぶことがあるため, この法則は作用反作用の法

則という。8章でみるように系が複数の質点から

なっているときこの法則は効力を発揮する。

3.4 重さと万有引力

地球上の物体はすべて地球の中心に向かって

引かれている。この力が重さ (重量) の力，すな

わち重力である。そのため物体は放されると落

下するが, 空気の抵抗を無視しうる場合には，す

べての物体の落下する加速度 (重力加速度)は地

表ではどこでもほぼ同じ値

g = 9.8 m · s−2 (3.7)

をとる。そうすると質量mの物体が地表に向かっ

て引かれる力はmg でなければならない。この重

力がどこからくるのかという問の答えはニュー

トンの万有引力の法則によって明らかにされた。

質量がそれぞれm1とm2の二つの物体をそれ

ぞれ１, ２とする。物体の１，２の位置ベクトル

を r1, r2とすれば，それらの間には

G
m1m2

|r1 − r2|2 (3.8)

だけの大きさの引力が働く†。ベクトルを使うと

１が２に及ぼす力F 12は

F 12 = Gm1m2
(r1 − r2)

|r1 − r2|3 (3.9)

となる。ここでGは重力定数 (万有引力定数)と

呼ばれ,普遍な値である。1798年にカヴェンディ

シュ(Henry Cavendish)が地上の実験室で測定し

たもので，その値は

G = 6.67× 10−11N ·m2 · kg−2 (3.10)

である。このことから地球を一様な密度の完全

球とみなして, その半径と質量を r,M とすると

g =
GM

r2
(3.11)

であることがわかる。
[例題 3-1]

実際に数値

M = 5.98× 1024 kg (3.12)

r = 6, 370 km (3.13)

を代入して地上における重力の加速度 gを計算して

みよう。

解答： 略。

3.5 運動方程式からわかること

力学系を記述する独立な座標の数をその系の

自由度という。質点の自由度は１粒子あたり３
†運動方程式にあらわれる質量を慣性質量と呼び，万有

引力にあらわれる質量を重力質量と呼ぶ。これらが同じ値

をもつことをエートヴェシュ(Rolánd von Eötvös)は 1896
年に実験的に検証した。
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である。しかし, 粒子の運動が拘束されている場

合はこの自由度は減る。

ベクトルで書かれた一つの質点の運動方程式

mr̈ = F (3.14)

は三つの方程式

mẍ = Fx (3.15)

mÿ = Fy (3.16)

mz̈ = Fz (3.17)

と同等である。この場合, 求めるべきものは未知

関数 x(t), y(t), z(t)である。これらの未知関数の

数が系の自由度に対応している。

これらの方程式は,時間の関数x, y, z の２階導

関数を含む関係式からもとの関数 x, y, z を求め

るための方程式であるから２階の微分方程式に

なる。一般に微分方程式から未知関数を完全に

きめることはできない。２階の微分方程式の一

般解は，一つの自由度について２個の任意定数

を含むから，全体で６個の任意定数を含むこと

になる。任意定数をきめるひとつの方法は，あ

る時刻における初期条件を与えることである。

このことを地面に向かって鉛直線上を落下す

る物体の運動 (自由落下)を例にみてみる。この

運動は鉛直線上に拘束されているので自由度は

１である。図??のように鉛直線上の上向きにｚ

座標をとれば, 質量mの質点の運動方程式は

mz̈ = −mg (3.18)

となる。すなわち

z̈ = −g (3.19)

となり,これを満たす zはC1とC2を定数として

z(t) = −1

2
gt2 + C1t + C2 (3.20)

以外にはありえない。

この一般解に含まれる任意定数C1とC2は次

のように、初期条件を課すことによって決定さ

れる。いま, t = 0 で z = z0, ż = v0 であるとす

る。このことからC2 = z0, C1 = v0 となり,

z(t) = −1

2
gt2 + v0t + z0 (3.21)

と運動が決定される。

一般に，自由度が f である力学系の運動方程

式は f 個の２階微分方程式の組になり, その一

般解は 2f個の任意定数を含む。それらの定数を

すべてきめて，運動を求めるためには，2f 個の

初期条件を必要とする。これらの初期条件はあ

る時刻での f 個の座標の値と f 個の速度の値に

よって与えられるので，力学においては, 初期条

件さえ与えられれば，その後の物体の運動が決

定される。
[例題 3-2] 質量 mの質点を沿直面 (x-z 平面)内

で，図??のように初速 V，仰角 θで点Ｐ (x0, z0)から

投げたとき，その質点の軌道を求めよ。

解答：質点に作用する力はF = (0,−mg)である。

したがって, 質点の運動方程式は

mẍ = 0, mz̈ = −mg

となる。時間に関して２回積分すれば，それぞれの

微分方程式は解ける。初期条件を代入すると

x(t) = tV cos θ + x0

z(t) = −1
2
t2g + tV sin θ + z0

を得る。これらの式から時間を消去すれば, 質点の軌

道は

z(x) = − g

2(V cos θ)2
(x− x0)2 + tan θ (x− x0) + z0

となり, 質点は放物線を描く。
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3.6 1階微分方程式の解法：数学

的な準備

xを変数 tの関数とする。関係式

F
(
t, x,

dx

dt
,
d2x

dt2
, · · · , dnx

dtn

)
= 0 (3.22)

は n 階の微分方程式と呼ばれる。微分方程式を

解くということは，これを満たす関数 x(t) すべ

てを求めることである。ある一つの関数 xが式

(2.41)の微分方程式を満たすならば，それは特

解と呼ばれる。微分方程式の最も一般的な解を

一般解と呼ぶが，それは n個の任意定数を含ん

でいる。すなわち

x = x(t, C1, C2, · · · , Cn) (3.23)

と書ける。力学の問題には，時間 t を変数とす

る 2 階の微分方程式までしかあらわれない。

今までに出てきた運動方程式は、簡単に解け

たので、とくに微分方程式の理論を応用する必

要はなかった。Newtonの運動の第 2法則からえ

られるものは一般に 2階の微分方程式であるが、

いくつかの場合は、1階の微分方程式を 2度にわ

たって解くことにより、運動がもとまる。

そこでここでは 1階の微分方程式の解法とそ

の図形的な意味について、概説しよう。

１階微分方程式

F (t, x, ẋ) = 0 (3.24)

を解くことの図形的な意味を考えてみよう。こ

こで求めるものは t-x平面上の曲線 x = x(t)で

ある。これを ẋについて解き

ẋ = R(t, x) (3.25)

の形に直しておこう。これは，平面の各点にお

いて曲線に引いた接線の傾きを与えている。任

意の点から出発して接線がこの方程式で与えら

れるものになるように曲線を伸ばしていったも

のを積分曲線という。ひとつの積分曲線はひと

つの特解を与える。積分曲線のすべてが一般解

を与える。こうして一つの任意定数を含んだ一

般解が必ず存在することがわかる。

一般にR(t, x) = P (x)Q(t)と書ける場合には、

式 (2.44)は
dx

dt
= P (x)Q(t) (3.26)

となる。これを変数分離形の微分方程式という。

これは P (x) 6= 0の範囲内で

1

P (x)

dx

dt
= Q(t) (3.27)

と変形できるから両辺を tで積分して,

∫ 1

P (x)

dx

dt
dt =

∫
Q(t)dt + C (3.28)

を得る。式 (2.53)の左辺を置換積分法で変形し

て, ∫ 1

P (x)
dx =

∫
Q(t)dt + C (3.29)

を得る。この式が１個の任意定数Cを含む一般

解を与える。
[例題 3-3] 次のような１階の微分方程式を解い

て未知関数 x(t)を求めてみよう。ここで、kは定数。

f(t)および g(t)は与えられた関数である。

( a ). ẋ + kx = 0

( b ). ẋ + f(t)x = 0

( c ). ẋ + f(t)x = g(t)


